
FI-204 Aspectos da Teoria de Campos em F��sica da
Mat�eria Condensada

O modelo de Ising quântico

{ A transforma�c~ao de Jordan-Wigner

Nestas notas, apresentamos um problema famoso: o modelo de Ising com campo
transverso, conhecido tamb�em como modelo de Ising quântico. Ele �e examente
resol�uvel em 1 � dim. O modelo �e formulado com os operadores de Pauli do spin
(spin 1/2), com o Hamiltoniano para uma cadeia de spins acoplados dado por

H = �
X
n

�z(n)� �
X
n

�x(n)�x(n+ 1) ; (1)

onde ( �x; �y; �z) s~ao os operadores de Pauli e o ��ndice n rotula o s��tio do spin
numa cadeia com condi�c~oes peri�odicas de contorno. O parâmetro � (mais propria-
mente 1=�) �e chamado de \campo transverso" e representa o acoplamento entre as
componentes �x de spins vizinhos. O primeiro termo de (1) fornece a a�c~ao de um
campo externo na dire�c~ao transversa �z. Na ausência desse termo, o Hamiltoniano
(1) representaria o modelo de Ising cl�assico. Dado que as componentes ( �x; �z) n~ao
comutam, o sistema est�a sujeito a utua�c~oes quânticas.

Consideramos 2N + 1 s��tios, com

n = �N; (�N + 1) ; :::;�1; 0; 1; ::: (N � 1) ; N :

�e c�omodo introduzir os operadores escadas para o spin

�+(n) = 1
2
[�x(n) + i �y(n)] ;

��(n) = 1
2
[�x(n)� i �y(n)] :

A solu�c~ao exata �e obtida passando para a vers~ao fermiônica do Hamiltoniano (1),
atrav�es da transforma�c~ao de Jordan-Wigner. De�nimos portanto operadores fermiônicos
da forma

IDef.
c(n) �

Qn�1
j=�N exp [i��+(j)��(j)] ��(n) ;

cy(n) � �+(n)
Qn�1
j=�N exp [�i��+(j)��(j)] :

(2)
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Em (2), os operadores escadas s~ao modi�cados por um operador n~ao local (soliton)
que ajusta uma fase.
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{ Os operadores (c; cy) de�nidos acima, satisfazem as rela�c~oes de anti-comuta�c~ao de
f�ermions. Obtemos tamb�em a transforma�c~ao inversa (os � 's em fun�c~ao dos c' s).

O Hamiltoniano (1) na representa�c~ao fermiônica �e dado por:

H = �
X
n

�
2cy(n)c(n)� 1

�
�

��
X
n

�
cy(n)� c(n)

� �
cy(n+ 1) + c(n+ 1)

�
: (3)
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{ O Hamiltoniano (3) �e quadr�atico, mas ainda n~ao �e diagonal. Preliminarmente,
passamos para a representa�c~ao de Fourier dos operadores

ak �
1p

2N + 1

NX
n=�N

c(n) exp (ikn) ;

onde se acoplam os modos (k;�k) (de maneira semelhante ao problema reduzido
de BCS !).

(a) Resposta: Note o ��ndice k > 0 nas somat�orias

H = �2
X
k>0

(1 + � cos k)
�
aykak + a

y
�ka�k

�
+ (4)

+2i�
X
k>0

sin k
�
ayka

y
�k + aka�k

�
:
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{ Para diagonalizar o Hamiltoniano acima (4), usamos o m�etodo da equa�c~ao de movi-
mento e a Transforma�c~ao de Bogoliubov. O espectro de quase-part��cula �e obtido
atrav�es de um problema de autovalores. As excita�c~oes sobre o estado fundamental
est~ao separadas por um gap�0, que depende parametricamente do campo transverso
�. Encontramos o valor cr��tico �C , onde o gap se anula. Calculamos tamb�em o ex-
poente cr��tico � que fornece o comportamento perto do valor cr��tico

�0 (�) � j�� �C j� :

Fnalmente, obtemos os parâmetros (uk ; vk) de Bogoliubov em forma fechada.
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{ Usando analogias com o estado BCS da supercondutividade, constru��mos o estado

fundamental em termos dos operadores
�
ayk; ak

�
e do seu v�acuo j0i. �
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